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1 Ââåäåíèå

Ïîñëåäîâàòåëüíûé àíàëèç ÿâëÿåòñÿ ïîëíîïðàâíûì ðàçäåëîì ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ñòàòèñòèêè óæå áîëåå øåñòèäåñÿòè ëåò. Íàèáîëåå èçâåñòíûì ðåçóëüòà-
òîì â ýòîé îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîñòü ñòàòèñòè÷åñêîãî êðèòåðèÿ, èç-
âåñòíîãî êàê ¾ïîñëåäîâàòåëüíûé êðèòåðèåé îòíîøåíèÿ âåðîÿòíîñòåé¿ (sequential
probability ratio test, SPRT), ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîãî áûëî îïóáëè-
êîâàíî â 1948 ã. (ñì. A. Wald, J. Wolfowitz [11]).

Êëàññè÷åñêèì ðåçóëüòàòàì ïîñëåäîâàòåëüíîãî àíàëèçà íûíå íàõîäèòñÿ
ìåñòî è â ìîíîãðàôèÿõ, òàêèõ, íàïðèìåð, êàê êëàññè÷åñêèå ìîíîãðàôèè
Ý. Ëåìåíà [4] èØ. Çàêñà [3], è äàæå â ó÷åáíèêàõ, íàïðèìåð, â êíèãå À.À. Áî-
ðîâêîâà [1]. Âïðî÷åì, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â óïîìÿíóòûõ èçäàíèÿõ (êîíå÷-
íî, ðàâíî êàê è â [11]) è ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå íåôîðìàëüíûå àðãóìåíòû â
ïîëüçó îïòèìàëüíîñòè SPRT, íè îäíà èç ïîäîáíûõ àðãóìåíòàöèé íå ìîæåò
áûòü ïðèçíàíà ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãîé.

Â òàêèõ èçäàíèÿõ, êàê [2] èëè [8], äàåòñÿ áîëåå èëè ìåíåå ñòðîãîå îáîñíî-
âàíèå, íî ïðè ýòîì îïóñêàåòñÿ ìíîæåñòâî ñóùåñòâåííûõ äåòàëåé, ÷òî äåëàåò
èõ ñëèøêîì ñëîæíûìè äëÿ ñòóäåíòîâ, äàæå äëÿ ñàìûõ ïîäãîòîâëåííûõ è
ïðèëåæíûõ.

Òàêæå ñóùåñòâóþò âåñüìà ñïåöèàëèçèðîâàííûå ìîíîãðàôèè, â êîòîðûõ
èçëàãàåìûé ìàòåðèàë ñîîòâåòñòâóåò âñåì êðèòåðèÿì ìàòåìàòè÷åñêîé ñòðî-
ãîñòè (ñì. [7], [6]) íî â òàêèõ ìîíîãðàôèÿõ îñíîâíîé óïîð äåëàåòñÿ íà òåî-
ðèþ îïòèìàëüíîé îñòàíîâêè, êîòîðàÿ ñàìà ïî ñåáå âåñüìà îáøèðíà è òåõ-
íè÷åñêè ñëîæíà. Â èòîãå ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïî÷òè âñå âíèìàíèå â ýòèõ ìî-
íîãðàôèÿõ óäåëÿåòñÿ ýòîé òåîðèè è â ãîðàçäî ìåíüøåé ñòåïåíè � ñòàòè-
ñòè÷åñêèì ïðèëîæåíèÿì. Òàê, íàïðèìåð, âî âñåé êíèãå È. ×àî è äð. [7] íå
íàøëîñü ìåñòà äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îïòèìàëüíîñòè SPRT, ïðè òîì, ÷òî âñÿ
òåîðåòè÷åñêàÿ áàçà äëÿ ýòîãî â êíèãå åñòü. Çíà÷èòåëüíî áîëüøå âíèìàíèÿ
óäåëÿåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèì ïðèëîæåíèÿì â ìîíîãðàôèè À.Í. Øèðÿåâà [6],
òàêæå â îñíîâíîì ïîñâÿùåííîé ðàçâèòèþ òåîðèè îïòèìàëüíîé îñòàíîâêè
(äëÿ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ), íî è â íåé èìååòñÿ çàìåòíûé ïðîáåë â îáîñíî-
âàíèè îïòèìàëüíîñòè SPRT, çàïîëíÿåìûé ññûëêîé íà óæå öèòèðîâàííóþ
ìîíîãðàôèþ Ëåìàíà [4].

Â çàêëþ÷åíèå îáçîðà ñëåäóåò îòìåòèòü òå êíèãè, â êîòîðûõ äîêàçàòåëü-
ñòâî îïòèìàëüíîñòè SPRT ïðèñóòñòâóåò, íî íå âûäåðæèâàåò êðèòèêè (ñì.
[9]), è òå, â êîòîðûõ îíî âîîáùå îïóñêàåòñÿ ââèäó åãî ¾òåõíè÷åñêîé ñëîæ-
íîñòè¿ (íàïðèìåð, [10]).

Öåëü íàñòîÿùåãî êóðñà ëåêöèé � ïðåäëîæèòü ñòóäåíòó, èíòåðåñóþùåìó-
ñÿ ìàòåìàòè÷åñêèìè îñíîâàìè ïîñëåäîâàòåëüíîãî àíàëèçà, ÿñíîå, êðàòêîå
è ñàìîäîñòàòî÷íîå äîêàçàòåëüñòâî îïòèìàëüíîñòè SPRT.

Îãðàíè÷èì ðàññìîòðåíèå ñëó÷àåì íàáëþäåíèé èç äèñêðåòíûõ ðàñïðå-
äåëåíèé (ê òàêîâûì îòíîñÿòñÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Áåðíóëëè, ðàâíîìåðíîå äèñ-
êðåòíîå, ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå, Ïóàññîíà è ò.ä.). ×èòàòåëü, âëàäåþùèé òåî-
ðèåé ìåðû è èíòåãðèðîâàíèÿ ñìîæåò ïîâòîðèòü òå æå ðàññóæäåíèÿ äëÿ
íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èëè äàæå äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ ñëó÷àéíûõ
ýëåìåíòîâ èçìåðèìîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ìû ðàññìàòðèâàåì äèñêðåòíûé ñëó÷àé, äëÿ ïîíèìàíèÿ êîòîðîãî íå òðå-
áóåòñÿ çíàòü áîëüøå, ÷åì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ìàò. àíàëèçà (ñõîäèìîñòü ÷èñ-
ëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è ÷èñëîâûõ ðÿäîâ) è îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè
âåðîÿòíîñòè (ðàñïðåäåëåíèå è ìàò. îæèäàíèå) è ñòàòèñòèêè (ïðîâåðêà ãè-
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ïîòåç). Òàêèì îáðàçîì, êóðñ ïîäõîäèò ñòóäåíòàì-áàêàëàâðàì, çíàêîìûì ñ
êóðñîì ìàò. ñòàòèñòèêè.

Ó ÷èòàòåëåé, âîîáùå íå çíàêîìûõ ñ ìàò. ñòàòèñòèêîé, ýòè ëåêöèè ìîãóò
âûçâàòü íåêîòîðûå ñëîæíîñòè, êîòîðûå, âïðî÷åì, íå îêàæóòñÿ íåïðåîäîëè-
ìûìè, ïîñêîëüêó êóðñ â èçâåñòíîé ìåðå ñàìîäîñòàòî÷åí. Ìàòåðèàë äàííîãî
êóðñà ëåêöèé äàæå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí â êà÷åñòâå ââîäíîãî â òåîðèþ
ñòàòèñòè÷åñêèõ êðèòåðèåâ è ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé.
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2 Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü è îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Â ýòîé ÷àñòè äàþòñÿ ñòðîãèå îïðåäåëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñòàòèñòè÷å-
ñêîãî ýêñïåðèìåíòà, ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç, ñòàòèñòè÷åñêèõ êðèòåðèåâ è
èõ ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê.

2.1 Ïîñëåäîâàòåëüíûé ñòàòèñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò

Â ýòîì ðàçäåëå äàåòñÿ ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñòàòèñòè÷å-
ñêîãî ýêñïåðèìåíòà.

Â ðàìêàõ ëþáîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà ïðîèçâîäèòñÿ ñáîð äàí-
íûõ. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííîé ìîäåëüþ ÿâëÿåòñÿ âûáîðêà èç ðàñïðåäåëå-
íèÿ, â êîòîðîé ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåêîòîðîå ÷èñëî n ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,
ïðîèñõîäÿùèõ èç îäíîãî è òîãî æå âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, íàáëþäà-
åòñÿ íåçàâèñèìûì îáðàçîì. Ðåçóëüòàò òàêîãî íàáëþäåíèÿ íàçûâàåòñÿ ñëó-
÷àéíîé âûáîðêîé îáúåìà n èç äàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Èäåÿ æå ïîñëåäîâàòåëüíîãî àíàëèçà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû íå ïðî-
èçâîäèòü çàäàííîå ÷èñëî íàáëþäåíèé åäèíîâðåìåííî, à ôîðìèðîâàòü âû-
áîðêó èç íàáëþäåíèé ïîñëåäîâàòåëüíî, ïðåêðàùàÿ íàáëþäåíèå â íàèáîëåå
ïîäõîäÿùèé èëè íàèáîëåå óäîáíûé ìîìåíò âðåìåíè.

Ïðèäàäèì ïîíÿòèþ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà íåîáõîäèìóþ ñòðî-
ãîñòü, îãðàíè÷èâàÿñü ñëó÷àåì äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ êîíå÷íûì ÷èñ-
ëîì çíà÷åíèé.

Ïóñòü X � äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Òàêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
õàðàêòåðèçóåòñÿ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé x è íàáîðîì
âåðîÿòíîñòåé f(x) = P (X = x), ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòèì çíà÷åíèÿì. Äëÿ
òîãî, ÷òîáû f(x) áûëî âåðîÿòíîñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì, íåîáõîäèìî âûïîë-
íåíèå ðàâåíñòâà ∑

f(x) = 1, (1)

â êîòîðîì ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì çíà÷åíèÿì x (ñóììà ìîæåòü áûòü
áåñêîíå÷íîé). Çäåñü è äàëåå ìû îïóñêàåì ïðåäåëû ñóììèðîâàíèÿ, åñëè ðå÷ü
èäåò î ñóììå ïî âñåì âîçìîæíûì çíà÷åíèÿì ïåðåìåííîé (-íûõ) ïîä çíàêîì
ñóììèðîâàíèÿ. Òàê, åäèíñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ â ôîðìóëå (1) � ýòî x, è ñóì-
ìèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì åå çíà÷åíèÿì.

Ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåìûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûåX1, X2, . . . , Xn, . . .
� ýòî íåçàâèñèìûå êîïèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X. Èíûìè ñëîâàìè,

P (X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xn = xn) =

n∏
i=1

f(xi). (2)

äëÿ âñåõ n = 1, 2, 3 . . ..
Ìîìåíò îñòàíîâêè ýêñïåðèìåíòà áóäåì îïðåäåëÿòü ïî íåêîòîðîìó ïðà-

âèëó, çàâèñÿùåìó îò ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåìûõ íàáëþäåíèé. Íà n-ì øà-
ãå ýêñïåðèìåíòà, òî åñòü ïðè íàáëþäåíèÿõ X1, X2, . . . , Xn, ïðàâèëî äîëæíî
îïðåäåëèòü, ñëåäóåò ëè çàâåðøèòü íàáëþäåíèÿ íà äàííîì øàãå, èëè íàîáî-
ðîò, òðåáóåòñÿ ïðîâåñòè åùå áîëüøå íàáëþäåíèé.

Ïóñòü ψn = ψn(X1, X2, . . . , Xn) � ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ 0
èëè 1 (èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ). Â êà÷åñòâå ïðàâèëà îñòàíîâêè íà n-øàãå,
â ïðèíöèïå, ìîæåò ñëóæèòü ëþáàÿ ôóíêöèÿ òàêîãî âèäà, åñëè òðàêòîâàòü
åå çíà÷åíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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• îñòàíîâèòü ýêñïåðèìåíò, åñëè ψn = 1,

• ïðîäîëæèòü íàáëþäåíèå, åñëè ψn = 0.

Íàçîâåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ψ ôóíêöèé òàêîãî âèäà

ψ = (ψ1, ψ2, . . . , ψn, . . .)

ïðàâèëîì îñòàíîâêè.
Ïðàâèëî îñòàíîâêè ψ ïîðîæäàåò ñëåäóþùèé àëãîðèòì ïîñëåäîâàòåëü-

íîãî ýêñïåðèìåíòà:

1. Ïðîèçâåñòè ïåðâîå íàáëþäåíèå X1 è ïîëîæèòü n (íîìåð øàãà) = 1.

2. Åñëè ψn(X1, X2, . . . , Xn) = 1, òî çàâåðøèòü ýêñïåðèìåíò,

3. â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîèçâåñòè íàáëþäåíèå Xn+1, óâåëè÷èòü n íà 1 è
ïåðåéòè ê øàãó 2.

Èíà÷å ãîâîðÿ, ýêñïåðèìåíò ïðåêðàùàåòñÿ â ïåðâûé ìîìåíò n ïðè êîòî-
ðîì âûïîëíèòñÿ ψn(X1, X2, . . . , Xn) = 1. Îáùåå ÷èñëî ïðîèçâåäåííûõ íà-
áëþäåíèé áóäåò ðàâíî

ν =

{
min{n ≥ 1 : ψn(X1, X2, . . . , Xn) = 1} åñëè ýòî ÷èñëî êîíå÷íî
∞ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

(3)

Åñòåñòâåííî, ìîãóò ñóùåñòâîâàòü òàêèå ïðàâèëà îñòàíîâêè, äëÿ êîòîðûõ
ν áóäåò áåñêîíå÷íûì (íàïðèìåð, ν ≡ ∞, åñëè ψn ≡ 0, äëÿ ëþáîãî n ≥ 1). Èç
ñîîáðàæåíèé ïðàêòèêè ñëåäóåò èçáåãàòü ïðèìåíåíèÿ ïðàâèë, äîïóñêàþùèõ
ïîäîáíîå. Íèæå ìû ïðèäàäèì ýòîìó òðåáîâàíèþ áîëåå ñòðîãèé ñìûñë.

Íàçîâåì (ñëó÷àéíóþ) âåëè÷èíó ν, îïðåäåëåííóþ â (3), ìîìåíòîì îñòà-
íîâêè. Ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ν çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû

P (ν = n) = P (ψ1 = 0, ψ2 = 0, . . . , ψn−1 = 0, ψn = 1). (4)

Âûðàçèì ýòó âåðîÿòíîñòü â òåðìèíàõ ïðàâèëà îñòàíîâêè è çàêîíà ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.

Ïóñòü

χn = χn(X1, X2, . . . , Xn) = (1− ψ1)(1− ψ2) . . . (1− ψn−1)ψn (5)

äëÿ n = 1, 2, . . .. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî χn � èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ, à χn = 1
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ν = n. Ñëåäîâàòåëüíî,

P (ν = n) = Eχn(X1, X2, . . . , Xn) (6)

=
∑

χn(x1, x2, . . . , xn)

n∏
i=1

f(xi), (7)

âñëåäñòâèå (2).
Ñóììû âèäà (7) åùå áóäóò âñòðå÷àòüñÿ â íàøåì êóðñå. Âûøå ìû óêà-

çûâàëè, ÷òî ψn = ψn(X1, X2, . . . , Xn) è χn = χn(X1, X2, . . . , Xn). Íî â ôîð-
ìóëàõ, ïîäîáíûõ (7), ïîä òåì æå ñàìûì îáîçíà÷åíèåì, ñêàæåì, χn áóäåì
òàêæå ïîíèìàòü è χn(x1, x2, . . . , xn). Ýòî íå äîëæíî âûçûâàòü ïóòàíèöû,
åñëè ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå êîíòåêñò: åñëè ôóíêöèÿ Fn ñòîèò ïîä çíàêîì
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ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ èëè âåðîÿòíîñòè (êàê â ñëó÷àå ñ (6)), òî ïîä
íåé áóäåì ïîíèìàòü Fn = Fn(X1, X2, . . . , Xn); åñëè æå îíà ñòîèò ïîä çíàêîì
ñóììèðîâàíèÿ (êàê â (7)), òî Fn = Fn(x1, x2, . . . , xn).

Ñ ó÷åòîì ýòèõ îáîçíà÷åíèé ôîðìóëû (6)�(7) çàïèøóòñÿ â âèäå

P (ν = n) = Eχn =
∑

χn

n∏
i=1

f(xi). (8)

2.2 Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà. Ïðîâåðêà ãèïîòåç.

Ñòàòèñòè÷åñêèé êîíòåêñò ïðèñóòñòâóåò âî âñåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ðå÷ü èäåò î
íåîïðåäåëåííîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ, èç êîòîðîãî áåðóòñÿ äàííûå.

Òàê, åñëè â ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè (2) âåðîÿòíîñòü f(x) çàâèñèò îò ïà-
ðàìåòðà θ

f(x) = fθ(x),

òî ëþáîé âîïðîñ, êàñàþùèéñÿ èñòèííîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà θ, êîãäà ìû
ðàñïîëàãàåì ëèøü âûáîðî÷íûìè äàííûìè X1, X2, . . . , Xn, âõîäèò â êðóã
âîïðîñîâ ñòàòèñòèêè.

Íàïðèìåð, äëÿ âûáîðêè èç ðàñïðåäåëåíèÿ Áåðíóëëè

f(x) = P (X = x) =

{
p , åñëè x = 1
1− p , åñëè x = 0

à ïàðàìåòð θ � ýòî âåðîÿòíîñòü ¾óñïåõà¿ p ∈ [0, 1].
Îäíà èç âàæíåéøèõ çàäà÷ ñòàòèñòèêè � ýòî ïðîâåðêà ãèïîòåç. Â íàøåì

êóðñå ìû ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé ïðîâåðêè ãèïîòåç: ñëó÷àé äâóõ
ïðîñòûõ ãèïîòåç. Ãèïîòåçà íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè åé îòâå÷àåò åäèí-
ñòâåííîå ðàñïðåäåëåíå.

Èòàê, ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è, ðàññìàòðèâàåìîé â íàøåì êóðñå, ñëåäóþ-
ùàÿ: íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ äàííûõ îïðåäåëèòü, êîòîðàÿ èç äâóõ ãèïî-
òåç, H0 : θ = θ0 èëè H1 : θ = θ1, èñòèííà.

Òàê, â ïðèìåðå ñ ðàñïðåäåëåíèåì Áåðíóëëè âîïðîñ ìîæåò áûòü ïîñòàâ-
ëåí ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðàâäà ëè, ÷òî ¾óñïåõè¿ è ¾íåóäà÷è¿ â íàáëþ-
äàåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîèñõîäÿò ñ îäèíàêîâîé ÷àñòîòîé? Äðóãèìè
ñëîâàìè, íàñ èíòåðåñóåò ïðîñòàÿ ãèïîòåçà H0 : p = 0.5. Åñëè â êà÷åñòâå
àëüòåðíàòèâû ýòîìó èìååòñÿ äðóãîå ïðåäïîëîæåíèå (H1) î çíà÷åíèè ïàðà-
ìåòðà p, íàïðèìåð, p = 0.6, òî ñëåäóåò çàäàòüñÿ âîïðîñîì, êàê, èñïîëüçóÿ
âûáîðî÷íûå äàííûå X1, X2, . . . , Xn, ïðèíÿòü ðåøåíèå â ïîëüçó ïåðâîé èëè
âòîðîé èç äâóõ ãèïîòåç.

Åñòåñòâåííî, òîò æå ñàìûé âîïðîñ ìîæåò áûòü ïîñòàâëåí è â êîíòåêñòå
ïîñëåäîâàòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà, îïèñàííîãî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå.

È ïåðâîå, ÷òî íàì íåîáõîäèìî ñäåëàòü, � ýòî äàòü ñòðîãîå îïðåäåëåíèå
ïðîöåäóðû ïðîâåðêè ãèïîòåçû â ïîñëåäîâàòåëüíîé ïîñòàíîâêå.

Êàê ìû âèäåëè â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ýêñïåðèìåíò ìîæåò áûòü çàâåð-
øåí ïîñëå ëþáîãî ÷èñëà øàãîâ n = 1, 2, 3, . . ., òàê ÷òî ñëåäóåò çàäàòüñÿ
âîïðîñîì ðåøåíèÿ â ïîëüçó H0 èëè H1 äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà íàáëþ-
äåíèé n. Ðåøåíèå ñîñòîèò ëèáî â ïðèíÿòèè H0, ëèáî â åãî îòêëîíåíèè â
ïîëüçó H1, è â êà÷åñòâå ðåøàþùåãî ïðàâèëà íàì ïîäîéäåò, êàê è ðàíüøå,
èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ, òî åñòü ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ òîëüêî
0 èëè 1.
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Ââèäó âûøåñêàçàííîãî îïðåäåëèì ðåøàþùåå ïðàâèëî φ êàê ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü èíäèêàòîðíûõ ôóíêöèé φn = φn(X1, X2, . . . Xn), n = 1, 2, , . . .,

φ = (φ1, φ2, . . . , φn, . . .), (9)

êîòîðûå áóäåì òðàêòîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðè çàâåðøåíèè ïîñëåäî-
âàòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà íà øàãå ν = n ñëåäóåò

• ïðèíÿòü ãèïîòåçó H0, åñëè φn(X1, X2, . . . , Xn) = 0 è

• îòêëîíèòü H0 â ïîëüçó H1, åñëè φn(X1, X2, . . . , Xn) = 1

Ïîñëåäîâàòåëüíûé êðèòåðèé � ýòî ïàðà (ψ, φ) ñ ïðàâèëîì îñòàíîâêè ψ
è ðåøàþùèì ïðàâèëîì φ.

Êëàññè÷åñêèå êðèòåðèè, îñíîâàííûå íà âûáîðêå ôèêñèðîâàííîãî îáú-
åìà n, ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîãî êðèòåðèÿ, à èìåí-
íî, ñëó÷àåì, êîãäà ψ1 ≡ ψ2 ≡ . . . ≡ ψn−1 ≡ 0 è ψn ≡ 1. Ñëåäîâàòåëü-
íî, êëàññè÷åñêîìó êðèòåðèþ ìîæåò áûòü ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå ïðî-
ñòî ðåøàþùåå ïðàâèëî φn, êîòîðîå äëÿ çàâåðøåííîãî ýêñïåðèìåíòà ñ íà-
áîðîì äàííûõ X1, X2, . . . , Xn ïðåäïèñûâàåò ïðèíÿòèå ãèïîòåçû Hi ñ i =
φn(X1, X2, . . . , Xn).

Âèäíî, ÷òî êëàññ ïîñëåäîâàòåëüíûõ êðèòåðèåâ êóäà áîëåå îáøèðåí, ÷åì
êëàññ êðèòåðèåâ ñ ôèêñèðîâàííûì îáúåìîì âûáîðêè, ïîñêîëüêó êàæäûé
êðèòåðèé, ïîìèìî ðåøàþùåãî ïðàâèëà, ñîäåðæèò è ïðàâèëî îñòàíîâêè,
îïðåäåëÿþùåå îêîí÷àòåëüíîå ÷èñëî íàáëþäåíèé â ýêñïåðèìåíòå. Ýòî êà-
ñàåòñÿ äàæå óñå÷åííûõ êðèòåðèåâ, äëÿ êîòîðûõ âîçìîæíîå ÷èñëî íàáëþäå-
íèé îãðàíè÷åíî ñâåðõó, òàê êàê òàêèå êðèòåðèè ïîçâîëÿþò îñòàíîâèòüñÿ íà
ëþáîì øàãå âïëîòü äî n.

2.3 Õàðàêòåðèñòèêè êðèòåðèåâ

Ïîñëåäîâàòåëüíûé êðèòåðèé çàäàåò àëãîðèòì õîäà ïîëó÷åíèÿ âûáîðî÷íûõ
äàííûõ è ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ ïî çàâåðøåíèè ýêñïåðèìåíòà.

Õîä àëãîðèòìà, îñíîâàííîãî íà ñëó÷àéíûõ äàííûõ, ìîæåò â èòîãå ïðè-
âåñòè ê îøèáêå.

Ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî ïðè èñòèííîé H0 îêîí÷àòåëüíûì ðåøåíèå áóäåò
¾îòêëîíèòü¿. È íàîáîðîò, ïðè èñòèííîé H1 îêîí÷àòåëüíûì ðåøåíèåì áóäåò
¾ïðèíÿòü H0¿. Ïåðâûé ñëó÷àé íàçûâàåòñÿ ¾îøèáêà I ðîäà¿ (òàêæå ¾False
Negative¿, FN) à âòîðîé � ¾îøèáêà II ðîäà¿ (òàêæå ¾False Positive¿, FP).

Åñëè íàì âàæíî êà÷åñòâî ñòàòèñòè÷åñêîãî âûâîäà, íàì ñëåäóåò óáåäèòü-
ñÿ, ÷òî îøèáêè ïðîèñõîäÿò íå÷àñòî. Ìåðà ÷àñòîòû � âåðîÿòíîñòü, ïîýòîìó
ïðè ðàññìîòðåíè êðèòåðèåâ ñëåäóåò ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå âåðîÿòíîñòè
îøèáîê. Îòñþäà âûòåêàþò îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè îøèáêè I ðîäà

α(ψ, φ) = Pθ0(îòêëîíèòü H0) (10)

è âåðîÿòíîñòè îøèáêè II ðîäà

β(ψ, φ) = Pθ1(ïðèíÿòü H0). (11)

Äðóãàÿ âàæíàÿ õàðàêòåðèñòèêà � ýòî îáùåå ÷èñëî íàáëþäåíèé ν; íà
ïðàêòèêå ìû çàèíòåðåñîâàíû â ñêîðåéøåì ïðåêðàùåíèè ýêñïåðèìåíòà, ïî-
òðàòèâ êàê ìîæíî ìåíüøå âðåìåíè, äåíåã, ðåñóðñîâ è ò .ä.
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Òàê êàê ν � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, åñòåñòâåííûì áóäåò ðàññìîòðåòü åå
ìàò. îæèäàíèå. Íî ìàò. îæèäàíèå ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî êàê ïðè H0, òàê
è ïðè H1, ÷òî äàåò äâå õàðàêòåðèñòèêè:

N(θ0;ψ) = Eθ0ν è N(θ1;ψ) = Eθ1ν. (12)

Ïðåæäå âñåãî, âûðàçèì õàðàêòåðèñòèêè (10-12) â òåðìèíàõ ýëåìåíòîâ
ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè è êðèòåðèÿ.

Â îáùåì ñëó÷àå íàçîâåì âåðîÿòíîñòü îòêëîíèòü H0 ïðè èñòèííîì çíà-
÷åíèè ïàðàìåòðà θ

m(θ;ψ, φ) = Pθ(îòêëîíèòü H0)

ôóíêöèåé ìîùíîñòè êðèòåðèÿ (ψ, φ).
Èç (10) ñëåäóåò

α(ψ, φ) = m(θ0;ψ, φ), (13)

à èç (11) �
β(ψ, φ) = 1−m(θ1;ψ, φ), (14)

òàê ÷òî ïåðåéäåì ê âû÷èñëåíèþ m(θ;ψ, φ).
Òàê êàê

m(θ;ψ, φ) = Pθ(îòêëîíèòü H0) =

∞∑
n=1

Pθ(îòêëîíèòü H0 ïðè ν = n) (15)

=

∞∑
n=1

Pθ(φn = 1, ν = n),

ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ν = n òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà χn = 1 (ñì. (5) è
ñëåäóþùèé çà íèì àáçàö), èìååì

m(θ;ψ, φ) =

∞∑
n=1

Eθχnφn =

∞∑
n=1

∑
χnφn

n∏
i=1

fθ(xi). (16)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûðàæåíèå (15) èìåëî ñìûñë, íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå
óñëîâèÿ

Pθ(ν <∞) = 1, para θ = θ0 y θ = θ1, (17)

ïîýòîìó áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî. Âûïîëíåíèå ýòîãî
óñëîâèÿ ìîæíî îáîñíîâàòü òåì, ÷òî èç ñîîáðàæåíèé ïðàêòèêè áåñêîíå÷íîå
çíà÷åíèå ν ëèøåíî ñìûñëà.

Àíàëîãè÷íî (15)-(16) ïîëó÷àåì

N(θ;ψ) =

∞∑
n=1

nPθ(ν = n) =

∞∑
n=1

nEθχn =

∞∑
n=1

n
∑

χn

n∏
i=1

fθ(xi), (18)

÷åì ðàñ÷åò õàðàêòåðèñòèê ïîñëåäîâàòåëüíûõ êðèòåðèåâ çàâåðøàåòñÿ.

3 Îïòèìàëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíûõ êðèòåðè-
åâ

Ýòî îñíîâíàÿ ÷àñòü êóðñà, ñîäåðæàùàÿ ïîñòàíîâêó çàäà÷è îïòèìàëüíîñòè
ïîñëåäîâàòåëüíîãî êðèòåðèÿ è åå èñ÷åðïûâàþùåå ðåøåíèå.
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3.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à ïîñëåäîâàòåëüíîãî àíàëèçà � íàõîæäåíèå ôîðìû êðè-
òåðèÿ, ìèíèìèçèðóþùåãî ñðåäíèé îáúåì íàáëþäåíèé â êëàññå âñåõ êðèòå-
ðèåâ, âåðîÿòíîñòè îøèáîê êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäÿò çàäàííûõ îãðàíè÷åíèé.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ðàññìîòðèì êëàññ ∆(α, β) êðèòåðèåâ (ψ, φ) óäîâëå-
òâîðÿùèõ íåðàâåíñòâàì

α(ψ, φ) ≤ α è β(ψ, φ) ≤ β, (19)

ãäå 0 < α < 1, 0 < β < 1 � íåêîòîðûå êîíñòàíòû. Öåëü � íàéòè êðèòåðèé
â êëàññå ∆(α, β) ñî çíà÷åíèåì N(θ0;ψ) (è/èëè N(θ1;ψ) ), ìèíèìàëüíûì â
äàííîì êëàññå.

Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè êðèòåðèÿ, ìèíèìè-
çèðóþùåãî îáà ìàò. îæèäàíèÿ N(θ0;ψ) è N(θ1;ψ) îäíîâðåìåííî, îñòàåòñÿ
îòêðûòûì. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïîñòàâèì ìåíåå àìáèöèîçíóþ çàäà÷ó: íàéòè êðè-
òåðèé ñ ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì N(θ0;ψ) â êëàññå ∆(α, β).

Â äåéñòâèòåëüíîñòè èñêîìûé êðèòåðèé áóäåò òàêæå ìèíèìèçèðîâàòü è
N(θ1;ψ). Îäíàêî íàì ýòîò ôàêò, ïî êðàéíåé ìåðå, ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ, íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ î÷åíü âàæíûì ïî ñëåäóþùåé ïðè÷èíå. Òàê êàê
θ0 è θ1 âçàèìîçàìåíÿåìû, òî, íàéäÿ ðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè N(θ0;ψ),
ìû òóò æå ïîëó÷èì êðèòåðèé, ìèíèìèçèðóþùèé N(θ1;ψ) â ∆(α, β). Òî, ÷òî
ïîëó÷àåòñÿ òîò æå ñàìûé êðèòåðèé, � ðåçóëüòàò ëþáîïûòíûé, íî ïîëó÷åí îí
êàê ÷èñòîå ñîâïàäåíèå, à íå êàê ñëåäñòâèå íàøåé âîëè, æåëàíèÿ èëè óñèëèé.
Ïî ýòîé ïðè÷èíå îñòàâèì ðàññìîòðåíèå ýòîãî ðåçóëüòàòà çà ðàìêàìè êóðñà.

3.2 Ñâåäåíèå ê çàäà÷å îïòèìèçàöèè áåç îãðàíè÷åíèé.
Âàðèàöèîííûé ìåòîä Ëàãðàíæà.

Çàäà÷ó èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü â òåðìèíàõ ñòîèìîñòè
ýêñïåðèìåíòà.

Ïóñòü ñòîèìîñòü ïðîâåäåíèÿ îäíîãî íàáëþäåíèÿ ðàâíà c > 0, ñðåäíÿÿ
îáùàÿ ñòîìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà, ïðîâîäèìîãî â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ïðàâèëîì îñòàíîâêè ψ, ðàâíà C(ψ) = Eθ0(cν) = cN(θ0;ψ). Òàêèì
îáðàçîì, çàäà÷à èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ìèíèìèçà-
öèè ñðåäíåé ñòîèìîñòè ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòà C(ψ) ïðè óñëîâèè, ÷òî
âåðîÿòíîñòè îøèáîê êðèòåðèÿ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (19).

Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé îïòèìèçàöèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè ñ
öåëåâîé ôóíêöèåé C(ψ) è îãðàíè÷åíèÿìè òèïà íåðàâåíñòâ (19).

Çàäà÷ó îïòèìèçàöèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè ìîæíî ðåøèòü ìåòîäîì Ëàãðàí-
æà. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî öåëåâàÿ ôóíêöèÿ C(ψ) � ôóíêöèÿ îò ôóíêöèè, ìåòîä
Ëàãðàíæà áóäåò íàçûâàòüñÿ âàðèàöèîííûì.

Ñóòü ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ñâåäåíèè çàäà÷è îïòèìèçàöèè ñ îãðàíè÷åíè-
ÿìè ê çàäà÷å îïòèìèçàöèè áåç îãðàíè÷åíèé ïóòåì âêëþ÷åíèÿ îãðàíè÷åíèé
â íîâóþ öåëåâóþ ôóíêöèþ, íàçûâàåìóþ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà.

Â íàøåì ñëó÷àå ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà çàïèøåòñÿ êàê

L(ψ, φ) = C(ψ) + λ0α(ψ, φ) + λ1β(ψ, φ), (20)

ãäå λ0 ≥ 0 è λ1 ≥ 0 � êîíñòàíòû, íàçûâàåìûå ìíîæèòåëÿìè Ëàãðàíæà.
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Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñâîäèò çàäà÷ó îïòèìèçàöèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè ê çà-
äà÷å îïòèìèçàöèè áåç îãðàíè÷åíèé, â ÷åì, ñîáñòâåííî, è ñîñòîèò ñóòü ìåòîäà
Ëàãðàíæà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü (ψ∗, φ∗) � êðèòåðèé, òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî äðóãîãî
ïîñëåäîâàòåëüíîãî êðèòåðèÿ (ψ, φ) âûïîëíÿåòñÿ

L(ψ, φ) ≥ L(ψ∗, φ∗), (21)

è
α(ψ∗, φ∗) = α, y β(ψ∗, φ∗) = β. (22)

Òîãäà äëÿ ëþáîãî êðèòåðèÿ (ψ, φ), óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì

α(ψ, φ) ≤ α, è β(ψ, φ) ≤ β (23)

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
C(ψ) ≥ C(ψ∗). (24)

Íåðàâåíñòâî â (24) ñòðîãîå, åñëè ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç íåðàâåíñòâ
â (23) ñòðîãîå.

Çàìå÷àíèå 1. Î÷åâèäíî, ÷òî óñëîâèå (22) ãàðàíòèðóåò ïðèíàäëåæíîñòü
(ψ∗, φ∗) ∈ ∆(α, β), òàê ÷òî óñëîâèå (24) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñëîâèå îïòè-
ìàëüíîñòè (ψ∗, φ∗) â êëàññå ∆(α, β) ñ òî÷êè çðåíèÿ ñðåäíåé ñòîèìîñòè ýêñ-
ïåðèìåíòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ (ψ∗, φ∗) âûïîëíåíû óñëîâèÿ (21) è (22).
Òîãäà äëÿ ëþáîãî äðóãîãî êðèòåðèÿ (ψ, φ), óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ (23),
èìååì

C(ψ) + λ0α+ λ1β ≥ C(ψ) + λ0α(ψ, φ) + λ1β(ψ, φ) (25)

= L(ψ, φ) ≥ L(ψ∗, φ∗) = C(ψ∗) + λ0α(ψ∗, φ∗) + λ1β(ψ∗, φ∗) (26)

= C(ψ∗) + λ0α+ λ1β. (27)

Ñðàâíèâàÿ ëåâóþ ÷àñòü öåïî÷êè íåðàâåíñòâ (25)-(27) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ
(27), ïîëó÷àåì

C(ψ) ≥ C(ψ∗),

÷òî äîêàçûâàåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Ïðè ýòîì åñëè òåïåðü ïîëî-
æèòü C(ψ) = C(ψ∗) äëÿ íåêîòîðîãî êðèòåðèÿ (ψ, φ), òî âñå íåðàâåíñòâà
â (25)�(27) â äåéñòâèòåëüíîñòè ïðåâðàòÿòñÿ â ðàâåíñòâà, èç ÷åãî ñëåäóåò
α(ψ, φ) = α è β(ψ, φ) = β, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Òåîðåìà 1 ïîçâîëÿåò ñâåñòè íàøó çàäà÷ó ê çàäà÷å ìèíèìèçàöèè L(ψ, φ)
(ñì. óñëîâèå (21)). Â êðèòåðèè (ψ∗, φ∗) ó÷àñòâóþò äâå êîíñòàíòû (λ0, λ1),
è ýòî äàåò íàäåæäó íà òî, ÷òî ìîæíî äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèé (22)
ïîäáîðîì ýòèõ êîíñòàíò.

Â íåêîòîðîé ñòåïåíè óñëîâèÿ (22) âûïîëíÿþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, òàê êàê
ðàç ñóùåñòâóåò êðèòåðèé (ψ∗, φ∗), óäîâëåòâîðÿþùèé (21), óñëîâèå (22) âû-
ïîëíÿåòñÿ, åñëè âçÿòü α = α(ψ∗, φ∗) è β = β(ψ∗, φ∗). Â äåéñòâèòåëüíîñòè,
ýòî èìåííî òîò ñìûñë, â êîòîðîì ïîíèìàåòñÿ îïòèìàëüíîñòü SPRT (ñì.
[1],[2],[8],[4],[6],[11],[3]).
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3.3 Ñâåäåíèå ê çàäà÷å îïòèìàëüíîé îñòàíîâêè

Òåîðåìà 1 ãîâîðèò íàì î òîì, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ ôîðìû îïòèìàëüíîãî
êðèòåðèÿ íåîáõîäèìî óìåòü ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèþ Ëàãðàíæà L(ψ, φ).
Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷àñòíîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è: ìîæíî íàéòè
ðåøàþùåå ïðàâèëî φ∗, îïòèìàëüíîå â òîì ñìûñëå, ÷òî äëÿ ëþáîãî äðóãîãî
ðåøàþùåãî ïðàâèëà ñïðàâåäëèâî

L(ψ, φ) ≥ L(ψ, φ∗).

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ φ∗ ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ.
Ïóñòü

fni = fni (X1, X2, . . . , Xn) =

n∏
j=1

fθi(Xj), i = 0, 1.

Áóäåì îáîçíà÷àòü IA èíäèêàòîðíóþ ôóíêöèþ ñîáûòèÿ A, ò. å.,

IA =

{
1, åñëè A ïðîèçîøëî,
0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Â ÷àñòíîñòè, ïóñòü

φ∗n = I{λ0fn0 ≤λ1fn1 } =

{
1, åñëè λ0f

n
0 ≤ λ1fn1 ,

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
(28)

Íàêîíåö, ïóñòü φ∗ = (φ∗1, φ
∗
2, . . . , φ

∗
n, . . .).

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîãî ïðàâèëà îñòàíîâêè ψ è ëþáîãî ïðàâèëà ïðèíÿ-
òèÿ ðåøåíèÿ φ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

L(ψ, φ) ≥ L(ψ, φ∗). (29)

Çíà÷åíèå L(ψ, φ∗) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

L(ψ, φ∗) = C(ψ) +

∞∑
n=1

∑
χn min{λ0fn0 , λ1fn1 } (30)

ãäå χn çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (5).
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè Ëàãðàíæà (20) ñëåäóåò, ÷òî

äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü âûïîëíåíèå óñëîâèé

λ0α(ψ, φ) + λ1β(ψ, φ) ≥ λ0α(ψ, φ∗) + λ1β(ψ, φ∗), (31)

è

λ0α(ψ, φ∗) + λ1β(ψ, φ∗) =

∞∑
n=1

∑
χn min{λ0fn0 , λ1fn1 } (32)

Êëþ÷åâîé äëÿ ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà (ðàâíî êàê è äëÿ ðÿäà íèæåñëåäó-
þùèõ) áóäåò ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 1. Ïóñòü x � ïåðåìåííàÿ, ïðèíèìàþùàÿ êîíå÷íîå ÷èñëî çíà-
÷åíèé è ïóñòü F (x) � ëþáàÿ ôóíêöèÿ îò x. Òîãäà äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé
φ(x), χ(x), 0 ≤ φ(x), χ(x) ≤ 1, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∑

χ(x)φ(x)F (x) ≥
∑

χ(x)F (x)I{F (x)≤0} (33)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî∑
χ(x)φ(x)F (x)−

∑
χ(x)F (x)I{F (x)≤0} ≥ 0, (34)

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,∑
χ(x)F (x)(φ(x)− I{F (x)≤0}) ≥ 0, (35)

Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî F (x)(φ(x)−I{F (x)≤0}) ≥ 0 äëÿ ëþáîãî x, òàê êàê

• åñëè F (x) ≤ 0, òî φ(x) − I{F (x)≤0} = φ(x) − 1 ≤ 0, è èõ ïðîèçâåäåíèå
íåîòðèöàòåëüíî,

• åñëè F (x) > 0, òî φ(x)−I{F (x)≤0} = φ(x) ≥ 0, è èõ ïðîèçâåäåíèå òàêæå
íåîòðèöàòåëüíî.

Ìû ïîêàçàëè, ÷òî âñå ñëàãàåìûå â (35) íåîòðèöàòåëüíû, èç ÷åãî ñëåäóåò
âûïîëíåíèå (35), (34) è äàëåå (33).

Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó (31). Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (13),(14) è (16),
ïðåäñòàâèì ëåâóþ ÷àñòü (31) â âèäå

λ0α(ψ, φ) + λ1β(ψ, φ) = λ1 +

∞∑
n=1

∑
χn(λ0f

n
0 − λ1fn1 )φn. (36)

Ïðèìåíèâ ëåììó 1 ê âûðàæåíèþ
∑
χn(λ0f

n
0 − λ1fn1 )φn â ïðàâîé ÷àñòè

(36), ïîëó÷àåì

λ0α(ψ, φ) + λ1β(ψ, φ) ≥ λ1 +

∞∑
n=1

∑
χn(λ0f

n
0 − λ1fn1 )I{λ0fn0 −λ1fn1 ≤0} (37)

= λ1 +

∞∑
n=1

∑
χn(λ0f

n
0 − λ1fn1 )φ∗n = λ0α(ψ, φ∗) + λ1β(ψ, φ∗). (38)

Íåðàâåíñòâî (31) äîêàçàíî. Òàêæå ìû ïðèáëèçèëèñü ê äîêàçàòåëüñòâó
(32), òàê êàê ñîãëàñíî (37)-(38),

λ0α(ψ, φ∗) + λ1β(ψ, φ∗) = λ1 +

∞∑
n=1

∑
χn(λ0f

n
0 − λ1fn1 )I{λ0fn0 −λ1fn1 ≤0}. (39)

Ó÷èòûâàÿ óñëîâèå (17), èìååì

Pθ1(ν <∞) =

∞∑
n=1

∑
χnf

n
1 = 1,

è ïðàâóþ ÷àñòü (39) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

λ1

∞∑
n=1

∑
χnf

n
1 +

∞∑
n=1

∑
χn(λ0f

n
0 − λ1fn1 )I{λ0fn0 −λ1fn1 ≤0} (40)

=

∞∑
n=1

∑
χn

[
(λ0f

n
0 − λ1fn1 )I{λ0fn0 −λ1fn1 ≤0} + λ1f

n
1

]
(41)
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=

∞∑
n=1

∑
χn min{λ0fn0 , λ1fn1 } (42)

èç ÷åãî ñëåäóåò (32) è äàëåå (30).
Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

L(ψ) = C(ψ) +

∞∑
n=1

∑
χn min{λ0fn0 , λ1fn1 }. (43)

Ïî òåîðåìå 2 L(ψ) ÿâëÿåòñÿ ìèíèìóìîì L(ψ, φ) ïî âñåì ðåøàþùèì ïðà-
âèëàì φ. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè L(ψ, φ) ñâåäåíà ê
çàäà÷å îïòèìàëüíîé îñòàíîâêè, òàê êàê L(ψ) çàâèñèò òîëüêî îò ïðàâèëà
îñòàíîâêè.

Òåïåðü íàøà öåëü � íàéòè ïðàâèëî îñòàíîâêè ψ∗, òàêîå ÷òî

L(ψ) ≥ L(ψ∗) (44)

äëÿ ëþáîãî ïðàâèëà îñòàíîâêè ψ.
Ïîñëå ýòîãî çàäà÷à íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî êðèòåðèÿ áóäåò ðåøåíà,

òàê êàê äëÿ ëþáîãî êðèòåðèÿ (ψ, φ) ïî òåîðåìå 2

L(ψ, φ) ≥ L(ψ, φ∗) = L(ψ) ≥ L(ψ∗) = L(ψ∗, φ∗),

òàê ÷òî îïòèìàëüíûì êðèòåðèåì áóäåò (ψ∗, φ∗).

3.4 Çàäà÷à îïòèìàëüíîé îñòàíîâêè. Óñå÷åííûé ñëó÷àé

Â ýòîì ðàçäåëå çàäà÷à îïòèìàëüíîé îñòàíîâêè èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà
áóäåò ðåøåíà äëÿ êëàññà óñå÷åííûõ ìîìåíòîâ îñòàíîâêè.

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò íå áîëåå ÷åì èç N øàãîâ.
Èíà÷å ãîâîðÿ, äîïóñòèìû ëèøü òàêèå ïðàâèëà îñòàíîâêè ψ, äëÿ êîòîðûõ
ψN ≡ 1, à îñòàëüíûå ψn ïðîèçâîëüíû. Òîãäà åäèíñòâåííîé âàðüèðóåìîé
÷àñòüþ â ïðàâèëàõ îñòàíîâêè áóäóò ψ1, ψ2, . . . , ψN−1, ÷òî äàñò âîçìîæíîñòü
èñ÷åðïûâàþùåãî ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Äëÿ íà÷àëà çàïèøåì ôóíêöèþ L(ψ) â âèäå áîëåå óäîáíîì

L(ψ) = C(ψ) +

N∑
n=1

∑
χn min{λ0fn0 , λ1fn1 }

=

N∑
n=1

∑
χn(cnfn0 + min{λ0fn0 , λ1fn1 })

è áîëåå ÿâíîì

L(ψ) =

N∑
n=1

∑
(1− ψ1) . . . (1− ψn−1)ψn(cnfn0 + min{λ0fn0 , λ1fn1 }).

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ψN ≡ 1, ââåäÿ îáîçíà÷åíèå ln = min{λ0fn0 , λ1fn1 }, ïîëó-
÷èì

L(ψ) =

N−1∑
n=1

∑
(1− ψ1) . . . (1− ψn−1)ψn(cnfn0 + ln)
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+
∑

(1− ψ1) . . . (1− ψN−1)
(
cNfN0 + lN

)
. (45)

Ñëåäóþùàÿ ëåììà íåñåò á�oëüøóþ ÷àñòü òåõíè÷åñêîé íàãðóçêè â ïîñòðî-
åíèè îïòèìàëüíîãî óñå÷åííîãî ïðàâèëà îñòàíîâêè.

Ëåììà 2. Ïóñòü r ≥ 2, à vr = vr(x1, x2, . . . , xr) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ.
Òîãäà

r−1∑
n=1

∑
(1− ψ1) . . . (1− ψn−1)ψn(cnfn0 + ln)

+
∑

(1− ψ1) . . . (1− ψr−1) (crfr0 + vr)

≥
r−2∑
n=1

∑
(1− ψ1) . . . (1− ψn−1)ψn(cnfn0 + ln) (46)

+
∑

(1− ψ1) . . . (1− ψr−2)
(
c(r − 1)fr−10 + vr−1

)
,

ãäå
vr−1 = min{lr−1, cfr−10 +

∑
xr

vr}, (47)

à â íåðàâåíñòâå â (46) äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî ïðè

ψr−1 = I{lr−1≤cfr−1
0 +

∑
xr
vr}. (48)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà (46) äîñòàòî÷íî ïî-
êàçàòü ∑

(1− ψ1) . . . (1− ψr−2)ψr−1(c(r − 1)fr−10 + lr−1)

+
∑

(1− ψ1) . . . (1− ψr−1) (crfr0 + vr)

≥
∑

(1− ψ1) . . . (1− ψr−2)
(
c(r − 1)fr−10 + vr−1

)
. (49)

Ëåâàÿ ÷àñòü (49) ðàâíà∑
x1,...,xr−1

(1− ψ1) . . . (1− ψr−2)ψr−1(c(r − 1)fr−10 + lr−1)

+
∑

x1,...,xr

(1− ψ1) . . . (1− ψr−1) (crfr0 + vr)

=
∑

x1,...,xr−1

(1− ψ1) . . . (1− ψr−2)
[
ψr−1(c(r − 1)fr−10 + lr−1)

+ (1− ψr−1)
∑
xr

(crfr0 + vr)

]
(50)

Ïî îïðåäåëåíèþ fr0

∑
xr

crfro =
∑
xr

cr

r∏
i=1

fθ0(xi) = cr

r−1∏
i=1

fθ0(xi)
∑
xr

fθ0(xr) = crfr−10 ,
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ïî (1), è ïðàâàÿ ÷àñòü (50) ïðèíèìàåò âèä∑
x1,...,xr−1

(1− ψ1) . . . (1− ψr−2)[c(r − 1)fr−10

+ψr−1lr−1 + (1− ψr−1)(cfr−10 +
∑
xr

vr)]. (51)

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 1, ãäå

χ = (1− ψ1) . . . (1− ψr−2),

φ = ψr−1

F = lr−1 − (cfr−10 +
∑
xr

vr),

ïîëó÷àåì, ÷òî (51) áîëüøå èëè ðàâíî∑
x1,...,xr−1

(1− ψ1) . . . (1− ψr−2)[c(r − 1)fr−10 + (cfr−10 +
∑
xr

vr)

+(lr−1 − (cfr−10 +
∑
xr

vr))I{lr−1≤cfr−1
0 +

∑
xr
vr}]

=
∑

x1,...,xr−1

(1− ψ1) . . . (1− ψr−2)[c(r − 1)fr−10

+ min{lr−1, cfr−10 +
∑
xr

vr}], (52)

÷òî ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ (47) ðàâíî ïðàâîé ÷àñòè (49).
Ïðè ýòîì ïî òîé æå ëåììå 1 (51) ðàâíî (52) ïðè

ψr−1 = I{lr−1≤cfr−1
0 +

∑
xr
vr}.

Ëåììó 2 ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî ïðèìåíèòü ê ôóíêöèè L(ψ) (ñì. (45) ñ
vN ≡ lN ). Îáîçíà÷èì V NN = vN . Ïî ëåììå 2

L(ψ) ≥
N−2∑
n=1

∑
(1− ψ1) . . . (1− ψn−1)ψn(cnfn0 + ln)

+
∑

(1− ψ1) . . . (1− ψN−2)
(
c(N − 1)fN−10 + vN−1

)
, (53)

ãäå vN−1 = min{lN−1, cfN−1 +
∑
xN

vN}. Ïóñòü òàêæå V NN−1 = vN−1. Ïî
ëåììå 2 â ðàâåíñòâå â (53) äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî ïðè

ψN−1 = I{lN−1≤cfN−1
0 +

∑
xN

V N
N
}. (54)

Âíîâü ïðèìåíÿÿ ëåììó 2 â ïðàâîé ÷àñòè (53), ïîëó÷àåì

L(ψ) ≥
N−3∑
n=1

∑
(1− ψ1) . . . (1− ψn−1)ψn(cnfn0 + ln)

16



+
∑

(1− ψ1) . . . (1− ψN−3)
(
c(N − 2)fN−20 + vN−2

)
, (55)

ãäå vN−2 = min{lN−2, cfN−2 +
∑
xN−1

vN−1}. Ïîëîæèì V NN−2 = vN−2. Ðàâåí-

ñòâî â (55) äîñòèãàåòñÿ, åñëè âûïîëíÿåòñÿ (54) è

ψN−2 = I{lN−2≤cfN−2
0 +

∑
xN−1

V N
N−1
}. (56)

Âíîâü ïðèìåíÿÿ ëåììó 2 â ïðàâîé ÷àñòè (55), ïîëó÷èì íîâóþ, áîëåå
íèæíþþ ãðàíèöó äëÿ L(ψ) è íîâîå ψN−3 ïðè êîòîðîì îíà äîñòèãàåòñÿ.
Áóäåì ïðîäîëæàòü ïðîöåññ, ïîêà íå ïîëó÷èì ãðàíèöó

L(ψ) ≥
∑(

cf10 + v1
)
, (57)

è óñëîâèÿ íà ψ, íà÷èíàÿ ñ (54), (56), è ò. ä., äîñòàòî÷íûå äëÿ äîñòèæåíèÿ
ýòîé ãðàíèöû. Ïîëó÷èòñÿ, ÷òî ýòè óñëîâèÿ çàäàþò îïòèìàëüíîå ïðàâèëî
îñòàíîâêè.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 3. Ïóñòü ψ � óñå÷åííîå ïðàâèëî îñòàíîâêè (ψN ≡ 1). Òîãäà

äëÿ ëþáîãî 1 ≤ r ≤ N − 1 âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

L(ψ) ≥
r∑

n=1

∑
(1− ψ1) . . . (1− ψn−1)ψn(cnfn0 + ln)

+
∑

(1− ψ1) . . . (1− ψr)
(
c(r + 1)fr+1

0 + V Nr+1

)
(58)

≥
r−1∑
n=1

∑
(1− ψ1) . . . (1− ψn−1)ψn(cnfn0 + ln)

+
∑

(1− ψ1) . . . (1− ψr−1)
(
crfr0 + V Nr

)
, (59)

ãäå V NN = lN è äëÿ ëþáîãî k < N

V Nk = min{lk, cfk0 +
∑
xk+1

V Nk+1}. (60)

Íèæíÿÿ ãðàíèöà â (59) äîñòèãàåòñÿ ïðè

ψN−1 = I
{lN−1≤cfN−1

0 +

∑
xN

V NN }

ψN−2 = I
{lN−2≤cfN−2

0 +

∑
xN−1

V NN−1}
(61)

. . .

ψr = I
{lr≤cfr0+

∑
xr+1

V Nr+1}
.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ r = 1 ôîðìóëû (61) èñ÷åðïûâàþùèì îáðàçîì îïðåäåëÿ-
þò îïòèìàëüíîå óñå÷åííîå ïðàâèëî îñòàíîâêè.
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3.5 Çàäà÷à îïòèìàëüíîé îñòàíîâêè. Íåóñå÷åííûé ñëó-
÷àé

Ýòîò ðàçäåë ïîñâÿùåí íàõîæäåíèþ âèäà îïòèìàëüíîãî ïðàâèëà îñòàíîâêè
â êëàññå âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ êðèòåðèåâ. Èçëîæåíèå áóäåò îñíîâàíî íà
ðåçóëüòàòàõ ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà.

Ïðåæäå âñåãî, äëÿ ëþáîãî ïðàâèëà îñòàíîâêè ψ îïðåäåëèì

LN (ψ) =

N−1∑
n=1

∑
(1− ψ1) . . . (1− ψn−1)ψn(cnfn0 + ln)

+
∑

(1− ψ1) . . . (1− ψN−1)
(
cNfN0 + lN

)
, (62)

ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðàâèëó îñòàíîâêè ψ, óñå÷åííîìó äî
øàãàN (ñð. ñ (45)), ò. å. ïðàâèëó îñòàíîâêè ñ êîìïîíåíòàìè (ψ1, ψ2, . . . , ψN−1, 1, . . .).
Ýòî óñå÷åííîå ïðàâèëî îñòàíîâêè; äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâû ðåçóëüòàòû ïðåäû-
äóùåãî ðàçäåëà, â ÷àñòíîñòè, íåðàâåíñòâà èç òåîðåìû 3. Èäåÿ íèæåñëåäó-
þùåãî çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðåõîäå ê ïðåäåëó â ýòèõ íåðàâåíñòâàõ ïðè N →∞
äëÿ ïîëó÷åíèÿ íèæíèõ ãðàíèö L(ψ).

Âîçíèêàåò ïåðâûé âîïðîñ: ÷òî ïðîèñõîäèò ñ LN (ψ), êîãäà N →∞?
Ëåììà 3. Äëÿ ëþáîãî ïðàâèëà îñòàíîâêè ψ

lim
N→∞

LN (ψ) = L(ψ)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L(ψ) < ∞; ñëó÷àé L(ψ) = ∞ ðàññìîòðèì â
êîíöå äîêàçàòåëüñòâà. Âû÷èñëèì ðàçíèöó ìåæäó L(ψ) è LN (ψ), ÷òîáû äî-
êàçàòü åå ñòðåìëåíèå ê íóëþ ïðè N →∞. Ïî (62)

L(ψ)− LN (ψ) =

∞∑
n=1

∑
χn(cnfn0 + ln)

−
N−1∑
n=1

∑
χn(cnfn0 + ln)−

∑
(1− ψ1) . . . (1− ψN−1)

(
cNfN0 + lN

)
=

∞∑
n=N

∑
χn(cnfn0 + ln)−

∑
(1− ψ1) . . . (1− ψN−1)

(
cNfN0 + lN

)
. (63)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè N → ∞ êàê ¾õâîñò¿ ñõîäÿùå-
ãîñÿ ðÿäà (L(ψ) <∞).

Òàêæå∑
(1− ψ1) . . . (1− ψN−1)lN ≤ λ0

∑
(1− ψ1) . . . (1− ψN−1)fN0

= Pθ0(ν > N − 1) =

∞∑
n=N

Pθ0(ν = n)→ 0

ïðè N →∞, òàê êàê Pθ0(ν <∞) =
∑∞
n=1 Pθ0(ν = n) = 1 ñõîäèòñÿ.

Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî∑
(1− ψ1) . . . (1− ψN−1)NfN0 = NPθ0(ν ≥ N)→ 0 cuando N →∞. (64)
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Ýòî òàêæå ñëåäóåò èç óñëîâèÿ ëåììû 3, ãàðàíòèðóþùåé, ÷òî L(ψ) <∞,
âñëåäñòâèå ÷åãî Eθ0ν =

∑∞
n=1 nPθ0(ν = n) <∞.

Èç ñõîäìîñòè ðÿäà
∑∞
n=N nPθ0(ν = n) → 0 è íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà

ñëåäóåò

NPθ0(ν ≥ N) ≤ Eθ0νI{ν≥N} =

∞∑
n=N

nPθ0(ν = n)→ 0

ïðè N →∞, ÷òî äîêàçûâàåò (64).
Ïóñòü òåïåðü L(ψ) =∞. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

∞∑
n=1

∑
χn(cnfn0 + ln) =∞,

è ïîýòîìó

LN (ψ) ≥
N−1∑
n=1

∑
χn(cnfn0 + ln)→∞.

Ñëåäóþùèé âîïðîñ êàñàåòñÿ ïîâåäåíèÿ ôóíêöèé V Nr èç íåðàâåíñòâ òåî-
ðåìû 3 ïðè N →∞.

Ëåììà 4. Äëÿ ëþáîãî r ≥ 1, äëÿ ëþáîãî N ≥ r

V Nr ≥ V N+1
r . (65)

Äîêàçàòåëüñòâî ïî èíäóêöèè ïî r = N,N − 1, . . . , 1.
Ïóñòü r = N . Òîãäà ïî (60)

V N+1
N = min{lN , cfN0 +

∑
xN+1

V N+1
N+1 } ≤ lN = V NN .

Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî (65) ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî r, N ≥ r > 1,

V Nr−1 = min{lr−1, cfr−10 +
∑
xr

V Nr }

≥ min{lr−1, cfr−10 +
∑
xr

V N+1
r } = V N+1

r−1

ò. ê. (65) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ r − 1, ÷òî çàâåðøàåò èíäóêöèþ.
Èç ëåììû 4 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî r ≥ 1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü V Nr óáû-

âàåò. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïðåäåë òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Vr = lim
N→∞

V Nr . (66)

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè N → ∞ âî âñåõ ðàâåíñòâàõ è íåðàâåíñòâàõ
òåîðåìû 3, ïîëó÷àåì

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ψ � ïðîèçâîëüíîå ïðàâèëî îñòàíîâêè. Òîãäà äëÿ ëþ-
áîãî r ≥ 1 âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

L(ψ) ≥
r∑

n=1

∑
(1− ψ1) . . . (1− ψn−1)ψn(cnfn0 + ln)
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+
∑

(1− ψ1) . . . (1− ψr)
(
c(r + 1)fr+1

0 + Vr+1

)
(67)

≥
r−1∑
n=1

∑
(1− ψ1) . . . (1− ψn−1)ψn(cnfn0 + ln)

+
∑

(1− ψ1) . . . (1− ψr−1) (crfr0 + Vr) . (68)

ãäå
Vk = min{lk, cfk0 +

∑
xk+1

Vk+1} (69)

äëÿ ëþáîãî k ≥ 1.
Â ÷àñòíîñòè, ïðè r = 1 ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà:

L(ψ) ≥ c+
∑

V1. (70)

Â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 4 îòñóòñòâóåò îäèí âàæíûé ýëåìåíò, à èìåí-
íî, âèä ïðàâèëà îñòàíîâêè, ïðè êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà, òî
åñòü îïòèìàëüíîãî ïðàâèëà îñòàíîâêè. Íåôîðìàëüíî ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó
ïðè N →∞ â óðàâíåíèÿõ (61) (íà÷èíàÿ ñ ïîñëåäíåãî) ïîëó÷àåì âèä îïòè-
ìàëüíîãî ïðàâèëà îñòàíîâêè:

ψ∗r = I
{lr≤cfr0+

∑
xr+1

Vr+1}
, r = 1, 2, 3, . . . . (71)

Îñíîâíàÿ öåëü äàííîãî ðàçäåëà � ïîêàçàòü, ÷òî ïðàâèëî (71) äåéñòâè-
òåëüíî îïòèìàëüíîå.

Òåîðåìà 5. Äëÿ ëþáîãî ïîñëåäîâàòåëüíîãî êðèòåðèÿ ψ

L(ψ) ≥ L(ψ∗) = c+
∑

V1. (72)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ψ � ïðàâèëî îñòàíîâêè. Ïî òåîðåìå 4 äëÿ ëþ-
áîãî ôèêñèðîâàííîãî r ≥ 1 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà:

L(ψ) ≥
r∑

n=1

∑
(1− ψ1) . . . (1− ψn−1)ψn(cnfn0 + ln)

+
∑

(1− ψ1) . . . (1− ψr)
(
c(r + 1)fr+1

0 + Vr+1

)
(73)

≥
r−1∑
n=1

∑
(1− ψ1) . . . (1− ψn−1)ψn(cnfn0 + ln)

+
∑

(1− ψ1) . . . (1− ψr−1) (crfr0 + Vr) . (74)

≥ . . .

≥
∑

ψ1(cf10 + l1) +
∑

(1− ψ1)
(
c2f20 + V2

)
(75)

≥
∑(

cf10 + V1
)
. (76)
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Ïðèìåíÿÿ ëåììó 2 è ó÷èòûâàÿ (69), ëåãêî âèäåòü, ÷òî âî âñåõ íåðàâåí-
ñòâàõ, çà èñêëþ÷åíèåì ïåðâîãî, áóäóò ðàâåíñòâà ïðè

(ψ∗1 , ψ
∗
2 , . . . , ψ

∗
r , 1, . . .).

Èç ýòîãî, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà

lim
r→∞

[

r∑
n=1

∑
(1− ψ∗1) . . . (1− ψ∗n−1)ψ∗n(cnfn0 + ln)

+
∑

(1− ψ∗1) . . . (1− ψ∗r )
(
c(r + 1)fr+1

0 + Vr+1

)
] =

∑(
cf10 + V1

)
. (77)

Èç ýòîãî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà

lim
r→∞

r∑
n=1

∑
[(1− ψ∗1) . . . (1− ψ∗n−1)ψ∗n(cnfn0 + ln) ≤

∑(
cf10 + V1

)
. (78)

Â ëåâîé ÷àñòè (78) ñòîèò L(ψ∗), ïîýòîìó

L(ψ∗) ≤
∑(

cf10 + V1
)
. (79)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñ ó÷åòîì (73)-(76)

L(ψ∗) ≥
∑(

cf10 + V1
)
,

÷òî, âìåñòå ñ (79), äàåò

L(ψ∗) =
∑(

cf10 + V1
)
,

è èç (73)-(76) ñëåäóåò îïòèìàëüíî ïðàâèëà îñòàíîâêè ψ∗.

3.6 Ïîñëåäîâàòåëüíûé êðèòåðèé îòíîøåíèÿ âåðîÿòíî-
ñòåé (SPRT)

Â ýòîì ðàçäåëå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî îïòèìàëüíûé êðèòåðèé èç ïðåäûäóùå-
ãî ðàçäåëà ýêâèâàëåíòåí ïîñëåäîâàòåëüíîìó êðèòåðèþ îòíîøåíèÿ âåðîÿò-
íîñòåé (Sequential Probability Ratio Test, SPRT).

×òîáû èçáåæàòü íåñóùåñòâåííûõ òåõíè÷åñêèõ ñëîæíîñòåé, ïðåäïîëî-
æèì äëÿ âñåõ x

fθ0(x) > 0, y fθ1(x) > 0.

Îïðåäåëèì âåëè÷èíó

Zn =

n∏
i=1

fθ1(xi)

fθ0(xi)
=
fn1
fn0

(80)

íàçûâàåìóþ îòíîøåíèåì âåðîÿòíîñòåé, n = 1, 2, . . .
×òîáû âûðàçèòü ýëåìåíòû îïòèìàëüíîãî ïðàâèëà îñòàíîâêè â òåðìèíàõ

Zn, íà îñíîâå ôóíêöèé V
N
r ââåäåì íîâûå ôóíêöèè UNr :

UNr = V Nr /fr0 , (81)
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Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî âñå ôóíêöèè UNr çàâèñÿò îò íàáëþäåíèé x1, x2, . . . , xr
òîëüêî ÷åðåç Zr. Äåéñòâèòåëüíî,

UNN = UNN (ZN ) = min{λ0, λ1ZN} = g(ZN ) (82)

(ïóñòü ïî îïðåäåëåíèþ g(z) = min{λ0, λ1z}), è äëÿ r < N

UNr = UNr (Zr) = min

g(Zr), c+
∑
xr+1

fθ0(xr+1)UNr+1

(
Zr
fθ1(xr+1)

fθ0(xr+1)

) (83)

Â ÷àñòíîñòè, èç (82)-(83) âèäíî, ÷òî âñå ôóíêöèè UNr ìîãóò áûòü ïîëó-
÷åíû èç ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé ρn = ρn(z): ïîëîæèì

ρ0(z) = g(z), (84)

è äàëåå ðåêóððåíòíî ïî n = 1, 2, . . .

ρn(z) = min

{
g(z), c+

∑
x

fθ0(x)ρn−1

(
z
fθ1(x)

fθ0(x)

)}
. (85)

Â òàêîé çàïèñè

UNN = ρ0(ZN ), UNN−1 = ρ1(ZN−1), . . . , UNr = ρN−r(Zr). (86)

Ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà äàþò íàì ñóùåñòâîâàíèå

lim
N→∞

V Nr = Vr,

èç ÷åãî, âñëåäñòâèå (81), ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå

lim
N→∞

UNr = Ur = Vr/f
r
0 .

Ïî (86),
Ur = lim

N→∞
ρN−r(Zr) = ρ(Zr), (87)

ãäå ïî îïðåäåëåíèþ
ρ(z) = lim

n→∞
ρn(z).

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè n→∞ â (85) ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî
äëÿ ôóíêöèè ρ:

ρ(z) = min

{
g(z), c+

∑
x

fθ0(x)ρ

(
z
fθ1(x)

fθ0(x)

)}
. (88)

Íàçîâåì ýòî íåðàâåíñòâî óðàâíåíèåì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Òåïåðü ìîæíî âûðàçèòü îïòèìàëüíîå ïðàâèëî îñòàíîâêè èç òåîðåìû 5

÷åðåç îòíîøåíèå âåðîÿòíîñòåé Zn. Âûðàæàÿ Vr+1 è ïðî÷èå ýëåìåíòû ôîð-
ìóëû (71) ÷åðåç Zr, èìååì

ψ∗r = I{
g(Zr)≤c+

∑
x
fθ0 (x)ρ

(
Zr

fθ1
(x)

fθ0
(x)

)}. (89)
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Ôîðìóëà (89) óæå áîëåå ÿâíàÿ, ÷åì (71). Íî åå ìîæíî çàïèñàòü åùå â áî-
ëåå êîíêðåòîì âèäå, ïîêàçàâ, ÷òî íåðàâåíñòâî, çàäàþùåå ìîìåíò îñòàíîâêè
(89):

g(z) ≤ c+
∑
x

fθ0(x)ρ

(
z
fθ1(x)

fθ0(x)

)
(90)

ðàâíîñèëüíî ïðîñòîìó óñëîâèþ

z 6∈ (A,B) (91)

ñ íåêîòîðûìè êîíñòàíòàìè A è B, òàêèìè, ÷òî 0 < A < B <∞, èç ÷åãî (89)
ïðèîáðåòàåò âèä

ψ∗r = I{Zr 6∈(A,B)}.

Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ðàçäåëà áóäåò ïîñâÿùåíà òåõíè÷åñêèì äåòàëÿì äîêà-
çàòåëüñòâà ýêâèâàëåíòíîñòè ìåæäó (90) è (91).

Èçó÷èì ñâîéñòâà ôóíêöèé ρn(z) è èõ ïðåäåëà ρ(z).
Ëåììà 5. Ôóíêöèè ρn(z), çàäàâàåìûå êàê (84)-(84), è ôóíêöèÿ ρ(z)

îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

i) âîãíóòîñòü è íåïðåðûâíîñòü íà [0,∞),

ii) íåóáûâàíèå íà [0,∞),

iii) ρn(0) = ρ(0) = 0, ρn(∞) = ρ(∞) = λ0,

Äîêàçàòåëüñòâî.

i) Äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî ρn âîãíóòû.
Äëÿ n=0 ôóíêöèÿ ρ0(z) = g(z) âîãíóòà êàê ìèíèìóì äâóõ âîãíóòûõ

ôóíêöèé (â íàøåì ñëó÷àå, ëèíåéíûõ).
Ïðåäïîëîæèì âîãíóòîñòü ρn(z). Òîãäà ïî (85) ôóíêöèÿ ρn+1 � ìèíèìóì

ìåæäó âîãíóòîé ôóíêöèåé è ñóììîé âîãíóòûõ ôóíêöèé. Ñëåäîâàòåëüíî,
ρn+1 òàêæå âîãíóòà.

Ïîòî÷å÷íûé ïðèäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âîãíóòûõ ôóíêöèé ñàì ÿâëÿåò-
ñÿ âîãíóòîé ôóíêöèåé, òàê ÷òî ôóíêöèÿ ρ(z) = limn→∞ ρn(z) òàêæå âîãíó-
òà.

Èç òîãî, ÷òî ρ(z) ≥ 0 (êàê ïðåäåë íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé), à ρ(z) âî-
ãíóòà, ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ρ íåïðåðûâíà íà (0,∞) (ñì., ê ïðèìåðó, ðàçäåë
3.18 [5]). Ïðè ýòîì îíà íåïðåðûâíà â òî÷êå 0, òàê êàê ρ(z) ≤ g(z)→ 0 = ρ(0),
z → 0, è ñëåäîâàòåëüíî, ρ(z) íåïðåðûâíà íà [0,∞).

ii) Òàêæå äîêàæåì ïî èíäóêöèè. Äëÿ n = 0 � î÷åâèäíî.
Åñëè rn(z) íå óáûâàåò, òî ïî (85) ôóíêöèÿ ρn+1 òàêæå íå óáûâàåò.
Ïîñëåäîâàòåëüíûé ïðåäåë íåóáûâàþùèõ ôóíêöèé ñàì ÿâëÿåòñÿ íåóáû-

âàþùåé ôóíêöèåé, òàê ÷òî ôóíêöèÿ ρ(z) òàêæå íå óáûâàåò.

iii) Ñâîéñòâî ρn(0) = 0 ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ ïî èíäóêöèè. Ïîýòîìó ρ(0) =
limn→∞ ρn(0) = 0.

Òàêæå ïî èíäóêöèè äîêàçûâàåòñÿ ρn(∞) = λ0.
Ïî ii) ïðåäåë limz→∞ ρ(z) = λ ñóùåñòâóåò. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè z →

∞ â (88), ïîëó÷àåì λ = min{λ0, c+ λ}, ÷òî äàåò λ = λ0
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Ïóñòü

h(z) =
∑
x

fθ0(x)ρ

(
z
fθ1(x)

fθ0(x)

)
.

Îïðåäåëèì

A = sup{z : 0 ≤ z ≤ λ0/λ1, c+ h(z) ≥ g(z)}

B = inf{z : λ0/λ1 ≤ z, c+ h(z) ≥ g(z)}

Èç òîãî, ÷òî c + h(0) = c > g(0) = 0, c + h(∞) = c + λ0 > g(∞) = λ0
ñëåäóåò òî, ÷òî A > 0 è B <∞.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè A = B = λ0/λ1, òî c + h(z) ≥ g(z) äëÿ ëþáîãî
z ≥ 0, ñëåäîâàòåëüíî, îïòèìàëüíûì ìîìåíòîì îñòàíîâêè áóäåò ν = 1.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, A < B. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü èìåííî ýòî.
Ëåììà 6. A < z < B åñëè è òîëüêî åñëè g(z) > c+ h(z).
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç íåïðåðûâíîñòè âñåõ ôóíêöèé g(A) = c + h(A) è

g(B) = c + h(B). Êðîìå òîãî, ïî îïðåäåëåíèþ c + h(z) < g(z) äëÿ z ∈
(A, λ0/λ1]. Òàêæå ïî îïðåäåëåíèþ c+h(z) < g(z) äëÿ z ∈ [λ0/λ1, B). Òåïåðü,
åñëè z ∈ [0, A), òî ñóùåñòâóåò 1 ≥ a > 0, òàêîå, ÷òî z = (1 − a)A. Òàê êàê
h(0) = 0, èç âîãíóòîñòè h(z) ïîëó÷àåì

h((1− a)A) ≥ (1− a)h(A) = (1− a)(g(A)− c).

Òàêèì îáðàçîì,

c+h(z) ≥ c+(1−a)(g(A)−c) = ac+(a−1)g(A) > (1−a)g(A) = g((1−a)A) = g(z).

òî åñòü, c+ h(z) > g(z).
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè z ∈ (B,∞), òî c+ h(z) >

g(z).
Îïòèìàëüíîå ðåøàþùåå ïðàâèëî âñåãäà èìååò âèä

φ∗n = I{λ0fn0 ≤λ1fn1 },

÷òî ýêâèâàëåíòíî
φ∗n = I{λ0/λ1≤Zn}.

Òàê êàê B ≥ λ0/λ1 ≥ A, ìîìåíò îñòàíîâêè îïòèìàëüíîãî êðèòåðèÿ ðàâåí

ν = inf{n ≥ 1 : Zn 6∈ (A,B)},

à H0 îòêëîíÿåòñÿ ïðè Zν ≥ B è ïðèíèìàåòñÿ ïðè Zν ≤ A.
Âñå âûøåñêàçàííîå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â âèäå
Òåîðåìà 6. Êðèòåðèé (ψ∗, φ∗) ñ ψ∗ èç òåîðåìû 5 ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíûì êðèòåðèåì îòíîøåíèÿ âåðîÿòíîñòåé (SPRT) ñ ìîìåíòîì îñòà-
íîâêè

ν∗ = inf{n ≥ 1 : Zn 6∈ (A,B)}; (92)

H0 îòêëîíÿåòñÿ, åñëè Zν ≥ B, H0 ïðèíèìàåòñÿ, åñëè Zν ≤ A.
Î÷åâèäíî, ÷òî SPRT-êðèòåðèé èç òåîðåìû 6 îïòèìàëåí, åñëè A è B

îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèé

g(A) = c+
∑
x

fθ0ρ(A
fθ1(x)

fθ0(x)
), A ≤ λ0/λ1, (93)
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g(B) = c+
∑
x

fθ0ρ(B
fθ1(x)

fθ0(x)
) B ≥ λ0/λ1, (94)

(ñì. îïðåäåëåíèå A è B è äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 6).
Îäíàêî òîëüêî ñëó÷àé 1 ∈ (A,B) èìååò ïðàêòè÷åñêèé ñìûñë, òàê êàê

èíà÷å ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ìîæíî ïîëó÷èòü ðåçóëüòàò äàæå ëó÷øèé âîîáùå áåç
ïðîâåäåíèÿ íàáëþäåíèé.

Äåéñòâèòåëüíî, èç 1 6∈ (A,B) ïî ëåììå 6 ñëåäóåò

g(1) ≤ c+
∑
x

fθ0ρ(
fθ1
fθ0

), (95)

ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü (95) � àáñîëþòíûé ìèíèìóì ôóíêöèè L(ψ) ïî âñåì ìî-
ìåíòàì îñòàíîâêè, ïðîâîäÿùèì êàê ìèíèìóì îäíî íàáëþäåíèå (òåîðåìà
5). Íî g(1) = min{λ0, λ1} � ýòî, òàê ñêàçàòü, ¾ôóíêöèÿ L(ψ0)¿ êðèòåðèÿ, íå
ïðîâîäÿùåãî íè îäíîãî íàáëþäåíèÿ. Åñòåñòâåííî, åñëè íàáëþäåíèé íå ïðî-
âîäèòñÿ, òî ñòîèìîñòü ýêñïåðèìåíòà C(ψ0) ðàâíà íóëþ. Ïðè ïðèìåíåíèè
ðåøàþùåãî ïðàâèëà

φ0 = I{λ0≤λ1},

ïîëó÷àåì

α(ψ0, φ0) =

{
1, åñëè λ0 ≤ λ1
0 åñëè λ0 > λ1

β(ψ0, φ0) =

{
0, åñëè λ0 ≤ λ1
1 åñëè λ0 > λ1

,

èç ÷åãî

L(ψ0, φ0) = C(ψ0) + λ0α(ψ0, φ0) + λ1β(ψ0, φ0) = min{λ0, λ1} = g(1).

Ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî åñëè âûïîëíåíî (95), òî ñóùåñòâóåò òðèâèàëüíûé
êðèòåðèé (ψ0, φ0), ðåçóëüòàò êîòîðîãî äàæå ëó÷øå, ÷åì ó êðèòåðèÿ ñ êàê
ìèíèìóì îäíèì íàáëþäåíèåì. È íè÷åãî, ÷òî ìû áîðîëèñü çà îïòèìàëüíóþ
ïðîöåäóðó, ïðîèçâîäÿùóþ êàê ìèíèìóì îäíî íàáëþäåíèå, ïðè òîì, ÷òî ëó÷-
øå ïîëó÷àåòñÿ âîîáùå áåç íàáëþäåíèé! Çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíûé êðèòåðèé
èç òåîðåìû 6 èìååò ïðàêòè÷åñêèé ñìûñë ëèøü â ñëó÷àå A < 1 < B.

¾Ïðåäåëüíûé¿ ñëó÷àé 1 = A < B èëè A < B = 1 èç ðàññìîòðåíèÿ
èñêëþ÷àòü íå íóæíî, ïî êðàéíåé ìåðå, â òåîðèè, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå
òðèâèàëüíûé êðèòåðèé ñîâïàäàåò ñ SPRT.

Âîïðîñ îïðåäåëåíèÿ êîíñòàíò A è B äëÿ SPRT èç òåîðåìû 6 ñâîäèòñÿ ê
ðåøåíèþ óðàâíåíèé (93) è (94), òàê ÷òî â ÿâíîì âèäå èõ íåò.

Îäíàêî ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåñüìà ïðàâäîïîäîáíûì, ÷òî äëÿ ëþáûõ êîí-
ñòàíò A è B, òàêèõ, ÷òî 0 < A ≤ 1 ≤ B < ∞, A < B, ñóùåñòâóþò êîí-
ñòàíòû c, λ0 è λ1, ïðè êîòîðûõ L(ψ) ìèíèìèçèðóåòñÿ SPRT-êðèòåðèåì (92),
ïîñêîëüêó òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå äâóõ óñëîâèé: (93) è (94) ïðè òðåõ ïåðå-
ìåííûõ: c, λ0 è λ1.

Ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà áóäåò ÷ðåçìåðíî òåõíè÷åñêè íàñû-
ùåííûì äëÿ òàêîãî êóðñà, êàê ýòîò, à íè÷åãî íîâîãî âåðîÿòíîñòíîãî èëè
ñòàòèñòè÷åñêîãî îíî íå ïðèâíåñåò, òàê ÷òî îñòàâèì åãî äëÿ áîëåå ïîäõî-
äÿùåãî ñëó÷àÿ. Êàê áû òî íè áûëî, ïðèâåäåì òåîðåìó, ôîðìàëèçóþùóþ
âûøåñêàçàííîå.
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Òåîðåìà 7. Ïóñòü A è B � äâå êîíñòàíòû, òàêèå, ÷òî 0 < A ≤ 1 ≤
B <∞, A < B, è ïóñòü (ψ∗, φ∗):

ψ∗n = I{Zn 6∈(A,B)},

φ∗n = I{Zn≥B},

êðèòåðèé SPRT.
Òîãäà ñóùåñòâóþò c > 0, λ0 > 0 è λ1 > 0, òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî

ïîñëåäîâàòåëüíîãî êðèòåðèÿ (ψ, φ) ñ ν = inf {n ≥ 0 : ψn = 1}

cEθ0ν + λ0α(ψ, φ) + λ1β(ψ, φ) ≥ cEθ0ν∗ + λ0α(ψ∗, φ∗) + λ1β(ψ∗, φ∗), (96)

òî åñòü ψ∗ îïòèìàëüíî â ñìûñëå òåîðåìû 5.
Â ñî÷åòàíèè ñ òåîðåìîé 1 íåìåäëåííî ïîëó÷èì
Òåîðåìà 8. Ïóñòü A è B � äâå êîíñòàíòû, òàêèå, ÷òî 0 < A ≤ 1 ≤

B <∞ è A < B, è ïóñòü (ψ∗, φ∗):

ψ∗n = I{Zn 6∈(A,B)},

φ∗n = I{Zn≥B},

êðèòåðèé SPRT ñ ýòèìè êîíñòàíòàìè.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî êðèòåðèÿ (ψ, φ) (ñ ìîìåíòîì îñòàíîâêè ν = inf{n ≥

1 : ψn = 1}), òàêîãî, ÷òî

α(ψ, φ) ≤ α(ψ∗, φ∗) è β(ψ, φ) ≤ β(ψ∗, φ∗) (97)

ñïðàâåäëèâî
Eθ0ν ≥ Eθ0ν∗. (98)

Íåðàâåíñòâî â (98) ñòðîãîå, åñëè ñòðîãîå ïî ìåíüøåé ìåðå îäíî èç íåðà-
âåíñòâ (97) ñòðîãîå.

Åñëè èçâåñòíî, ÷òî A è B óäîâëåòâîðÿþò (93) è (94), îïòèìàëüíîñòü
SPRT, óñòàíîâëåííàÿ òåîðåìîé 8, ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
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4 Ïðèìåðû ïîñòðîåíèÿ SPRT-êðèòåðèÿ

4.1 Ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè

Ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè çàäàåòñÿ ôóíêöèåé ¾ïëîòíîñòè¿

fp(x) = P (X = x) =

{
p , åñëè x = 1
1− p , åñëè x = 0,

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,
fp(x) = px(1− p)1−x,

ãäå x ∈ {0, 1}, p ∈ [0, 1].
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïðîâåðêè ïðîñòîé ãèïîòåçû H0 : p = p0 ïðè ïðîñòîé

àëüòåðíàòèâå H1 : p = p1, ãäå p1 > p0.
Âû÷èñëèì ñòàòèñòèêó Zn:

Zn(x1, . . . , xn) =

n∏
i=1

f1(xi)

f0(xi)
=
p

∑
xi

1

p

∑
xi

0

(1− p1)n−
∑

xi

(1− p0)n−
∑

xi

Zn(x1, . . . , xn) = exp

{(
ln
p1
p0
− ln

1− p1
1− p0

)∑
xi + n ln

1− p1
1− p0

}
Ïîñëåäîâàòåëüíûé êðèòåðèé îòíîøåíèÿ âåðîÿòíîñòåé îñíîâàí íà ñòàòè-

ñòèêå Zn è ïðåäïèñûâàåò

• ïðîäîëæàòü ýêñïåðèìåíò ïðè A < Zn < B,

• îòêëîíèòü H0 ïðè Zn > B.

Äëÿ óäîáñòâà âû÷èñëåíèé âûðàæåíèå Zn ìîæíî çàìåíèòü åãî ëîãàðèôìîì.

4.2 Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà

Äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà çàäàåòñÿ ôóíêöèåé ¾ïëîòíîñòè¿

fλ(x) =
λx

x!
e−λ,

ãäå x ∈ {1, 2, . . .}, λ > 0. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïðîâåðêè ïðîñòîé ãèïîòåçû
H0 : λ = λ0 ïðè ïðîñòîé àëüòåðíàòèâå H1 : λ = λ1, λ1 > λ0.

Âû÷èñëèì ñòàòèñòèêó Zn:

Zn(x1, . . . , xn) =

n∏
i=1

f1(xi)

f0(xi)
= exp

(
(lnλ1 − lnλ0)

n∑
i=1

xi − n(λ1 − λ0)

)
Êàê èçâåñòíî, êðèòåðèé ñ ôèêñèðîâàííûì îáúåìîì âûáîðêè äëÿ ïðîâåð-

êè ãèïîòåçû H0 : λ = λ0 ïðè àëüòåðíàòèâå H1 : λ = λ1 îòâåðãàåò íóëåâóþ
ãèïîòåçó ïðè

Zn > C.

Ïîñëåäîâàòåëüíûé êðèòåðèé îòíîøåíèÿ âåðîÿòíîñòåé òàêæå îñíîâàí íà
ñòàòèñòèêå Zn è ïðåäïèñûâàåò
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• ïðîäîëæàòü ýêñïåðèìåíò ïðè A < Zn < B,

• îòêëîíèòü H0 ïðè Zn > B.

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìà êðèòåðèÿ ñ ôèêñèðîâàííûì îáúåìîì âûáîðêè �

n∑
i=1

Xi > C,

à ôîðìà ïîñëåäîâàòåëüíîãî êðèòåðèÿ �

A < (lnλ1 − lnλ0)

n∑
i=1

Xi − n(λ1 − λ0) < B.

Äëÿ êðèòåðèÿ ñ ôèêñèðîâàííûì îáúåìîì âûáîðêè ôóíêöèÿ ìîùíîñòè
ðàâíà âåðîÿòíîñòè îòêëîíèòü ãèïîòåçó ïðè äàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà λ.
Äëÿ SPRT ôóíêöèÿ ìîùíîñòè âû÷èñëèòñÿ êàê âåðîÿòíîñòü ïðîäîëæàòü
íàáëþäåíèÿ äî íåêîòîðîãî øàãà, à çàòåì îòêëîíèòü ãèïîòåçó, ïðè äàííîì
çíà÷åíèè ïàðàìåòðà λ.

Íàïèøåì ôóíêöèè, âû÷èñëÿþùèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèé ìîùíîñòè êðèòå-
ðèåâ ñ ôèêñèðîâàííûì îáúåìîì âûáîðêè è SPRT-êðèòåðèÿ, íà ÿçûêå R.
Äëÿ êðèòåðèÿ ñ ôèêñèðîâàííûì îáúåìîì âûáîðêè òàêæå íåñëîæíî íàïè-
ñàòü ôóíêöèþ, ÷èñëåííî âû÷èñëÿþùóþ êðèòè÷åñêóþ êîíñòàíòó C ïî α è
n.

# Ôóíêöèÿ ìîùíîñòè êðèòåðèÿ ñ ôèêñèðîâàííûì îáúåìîì âûáîðêè

# n -- îáúåì âûáîðêè

# lambda -- èñòèííûé ïàðàìåòð ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà

# C -- êðèòè÷åñêàÿ êîíñòàíòà

fixed.pois.power <- function(n, lambda, C, maxiters=10000)

{

rejcount <- 0.

for(ri in 1:maxiters) # Ïîâòîðÿåì íåñêîëüêî òûñÿ÷ ðàç

{

x <- rpois(n, lambda) # Ãåíåðèðóåì ñëó÷àéíóþ âûáîðêó èç ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà

if(sum(x) > C) # Íóëåâàÿ ãèïîòåçà îòâåðãàåòñÿ

rejcount <- rejcount+1 # Ïîäñ÷èòûâàåì, ñêîëüêî ðàç H0 îòêëîíåíà

}

return(rejcount/maxiters) # Âîçâðàùàåì âåðîÿòíîñòü îòêëîíèòü ãèïîòåçó

}

# Ôóíêöèÿ ìîùíîñòè SPRT-êðèòåðèÿ

# lambda -- èñòèííûé ïàðàìåòð ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà

# lambda0 -- ïàðàìåòð ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà ïðè íóëåâîé ãèïîòåçå

# lambda1 -- ïàðàìåòð ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà ïðè àëüòåðíàòèâå

# A, B -- ãðàíèöû èíòåðâàëà ïðîäîëæåíèÿ ýêñïåðèìåíòà

sprt.pois.power <- function(lambda, lambda0, lambda1, A, B, maxiters=10000)

{

rejcount <- 0.

sumn <- 0.

for(ri in 1:maxiters) # Ïîâòîðÿåì íåñêîëüêî òûñÿ÷ ðàç

{

x <- c()
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n <- 0.

repeat # Ïîñëåäîâàòåëüíûé ýêñïåðèìåíò

{

n <- n+1.

x[n] <- rpois(1, lambda) # Ïðîèçâîäèì îäíî íîâîå íàáëþäåíèå

Z <- n*(lambda0-lambda1) + (log(lambda1)-log(lambda0))*sum(x)

if(Z > B) # Îòêëîíèòü H0

rejcount <- rejcount+1 # Ïîäñ÷èòûâàåì, ñêîëüêî ðàç H0 îòêëîíåíà

if(Z < A || Z > B) # Ïðåêðàòèòü ýêñïåðèìåíò

break

}

sumn <- sumn + n # Îáùåå êîëè÷åñòâî ïðîâåäåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ

}

return(c(pow=rejcount/maxiters, n=sumn/maxiters))

# Âîçâðàùàåò çíà÷åíèå ôóíêöèè ìîùíîñòè è ñðåäíèé îáúåì âûáîðêè

}

# Êðèòè÷åñêàÿ êîíñòàíòà êðèòåðèÿ ñ ôèêñèðîâàííûì îáúåìîì âûáîðêè

# alpha -- âåðîÿòíîòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà

# n -- îáúåì âûáîðêè

# lambda0 -- çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà ïðè íóëåâîé ãèïîòåçå

fixed.pois.C <- function(alpha, n, lambda0, interval = c(-200, 200))

{

f <- function(C) fixed.pois.power(n, lambda0, C) - alpha

return(uniroot(f, interval)) # ×èñëåííî íàõîäèì êîðåíü âûðàæåíèÿ f

}

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 : λ = 1 ïðè àëüòåðíàòèâå
H1 : λ = 1.5. Çàäàäèì âåðîÿòíîñòè îøèáêè ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà 0.05.
Ïîñòðîèì êðèòåðèé SPRT è êðèòåðèé ñ ôèêñèðîâàííûì îáúåìîì âûáîðêè,
óäîâëåòâîðÿþùèå óêàçàííûì îãðàíè÷åíèÿì íà âåðîÿòíîñòè îøèáîê.

Äëÿ SPRT îáåñïå÷èì âûïîëíåíèå îãðàíè÷åíèé íà âåðîÿòíîñòè îøèáîê
ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà ïîäáîðîì çíà÷åíèé êîíñòàíò A è B, Ïîëó÷àåì A =
−2.7, B = 2.55: Óäîñòîâåðèìñÿ â òîì, ÷òî óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ:

# Âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà = 0.05

sprt.pois.power(lambda=1.0, lambda0=1.0, lambda1=1.5, A=-2.7, B=2.55)

# 1 - Âåðîÿòíîñòü îøèáêè âòîðîãî ðîäà = 0.95

sprt.pois.power(lambda=1.5, lambda0=1.0, lambda1=1.5, A=-2.7, B=2.55)

Ðåçóëüòàòû âûïîëíåíèÿ:

pow n

0.0516 27.4306

pow n

0.9423 23.8242

Èç ðåçóëüòàòîâ âûïîëíåíèÿ ôóíêöèè sprt.pois.power ñëåäóåò, ÷òî ñðåä-
íèé îáúåì âûáîðêè äëÿ SPRT íå ïðåâîñõîäèò n = 28.

Åñëè ìû ïîñòðîèì êðèòåðèé ñ ôèêñèðîâàííûì îáúåìîì âûáîðêè ñ òåì
æå n = 28, òî óâèäèì, ÷òî óñëîâèå íà âåðîÿòíîñòü îøèáêè âòîðîãî ðîäà íå
âûïîëíÿåòñÿ:
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C <- fixed.pois.C(alpha=0.05, n=28, lambda0=1.0)$root

# Âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà = 0.05

fixed.pois.power(n=28, lambda=1.0, C)

# 1 - Âåðîÿòíîñòü îøèáêè âòîðîãî ðîäà = 0.80

fixed.pois.power(n=28, lambda=1.5, C)

Äëÿ âûïîëíåíèÿ îãðàíè÷åíèÿ íà âåðîÿòíîñòè îøèáîê îáîèõ ðîäîâ íåîá-
õîäèìî âçÿòü n = 54 èëè áîëüøå. Òîãäà äåéñòâèòåëüíî,

C <- fixed.pois.C(alpha=0.05, n=54, lambda0=1.0)$root

# Âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà = 0.05

fixed.pois.power(n=54, lambda=1.0, C)

# 1 - Âåðîÿòíîñòü îøèáêè âòîðîãî ðîäà = 0.95

fixed.pois.power(n=54, lambda=1.5, C)

Èç ÷èñëåííîãî ñðàâíåíèÿ êðèòåðèÿ ñ ôèêñèðîâàííûì îáúåìîì âûáîðêè
è ïîñëåäîâàòåëüíîãî êðèòåðèÿ âèäíî, ÷òî ïðè ðàâíûõ âåðîÿòíîñòÿõ îøèáîê
ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäîâ ÷èñëî èñïûòàíèé â ïîñëåäîâàòåëüíîì ýêñïåðèìåíòå
ìåíüøå (â ðàññìîòðåííîì ñëó÷àå � â 1,9 ðàçà). Òàêèì îáðàçîì, ñòîèìîñòü
ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòîâ ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîé ïîñòàíîâêå áóäåò ñóùå-
ñòâåííî ìåíüøå ïðè ðàâíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà âåðîÿòíîñòè îøèáîê. Â ýòîì
ñîñòîèò âûãîäà îò èñïîëüçîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî àíàëèçà.
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